
在作业第 23 题中，我们遇到了这样的问题：

如果你去搜索答案，会得到这样的做法：

，所以 ，所以 
而 
所以原式服从 

这个答案给人一些困惑：

凭什么 ？

就算上面是对的，分子里不是涉及到  吗？怎么保证分子和分母是独立的？（t分布要求分
子分母是独立的）

我们来详细讨论这些问题。

正态分布的线性代数视角

如果了解过多元正态分布的一般表达式，会看到这样一个方程：

这是多元正态分布的概率密度函数。其中，  是正态分布的取值， 
 是均值向量，而  是该分布的协方差矩阵。

一个特别的情况是各分量独立。此时，  是一个对角阵。从正态分布中独立同分布地采样也是这
种情况。

为了方便分析，从下面开始，我们把所有的随机变量进行中心化：对于随机变量 ，定义 
，则  的期望为 0。则概率密度简化如下：

我们不难看出，对于归一化之后的多元正态随机变量，其性质被协方差矩阵  完全决定。

这个完全决定贡献了这么一条性质：

如果两个服从正态分布的随机变量不相关，那么他们独立。

这并不难理解：如果这两个变量不相关，则协方差矩阵是对角阵。这和独立的情况是一样的。既
然不相关和独立有

而协方差矩阵是一个非负实对称矩阵，和我们比较熟悉的二次型比较相似。准确来说，对应的二
次型总是圆（超球）或椭圆（超椭球）。事实上，圆和椭圆正是正态分布密度函数的等值线图：
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上图是  的等值线图。

这个椭圆具体是怎么确定的？方向和伸缩比如何决定？我们来做一些推导。

既然已经知道  是一个非负实对称矩阵，一个自然的想法是对它做特征值分解：

从线性代数我们知道，  必然可以取为一个规范正交阵（ ）。

带入表达式：

我特地写成了 ，是因为这样的事实：

如果  遵循协方差为  的多元正态分布，则  遵循协方差为  的多元正态分
布。考虑到  是一个对角阵，也就是说，  的各分量独立。

这个证明很简单。因为  关于  的雅可比矩阵就是 ，而  作为规范正交阵，行列式绝对值为
，所以：
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考虑这个结论的几何意义：规范正交阵  的作用效果其实是对向量进行旋转。

以上面的图为例：原来的  与  并不独立，是因为椭圆的短轴和长轴并不在坐标轴上，而是在他
们之间。对协方差矩阵做特征值分解：

按照特征值分解结果，如果定义新的随机变量 ，则  与  相
互独立，方差分别为 1.8 和 0.2。

从图像上也能看出这个结果：椭圆的长轴方向向量是 ，短轴则是 ，所以如果把坐标

轴旋转到这两个方向，新的椭圆就是正的，对应独立的情况。

如果我们沿着这条路继续走下去，就可以得到主成分分析在正态分布的特殊情况。（老实说，我
也不知道这个内容更接近概率还是数基，也许这个情况会对大家理解主成分分析有帮助）

不过我们的目标不在这里。我上面写那么多，其实是希望大家对于正态分布和二次型矩阵的关系
有一定的认识。总的来说，要理解这些点：

中心化之后的正态分布被一个二次型矩阵（协方差矩阵）决定
可以对正态分布进行线性变换（可逆矩阵乘），得到的结果仍然是正态分布
有相关性的正态分布可以通过旋转变换变成不相关的正态分布（主成分分析）
因为正态分布被协方差矩阵决定，所以不相关就是独立
从上一点可以得出，如果协方差矩阵是一个分块对角阵：

那么前  个分量构成的随机向量  和后  个分量构成的随机向量  是独立
的，进一步，由前  个分量的函数结果与后  个分量的函数结果也是独立的。

 和 

假设我们有  个独立同分布的正态样本：

其中：

 是总体均值
 是总体方差

样本均值为：

样本方差为（无偏）：

我们把  标准化（期望为 0，方差为 1）：

因为 ，所以：
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把  的表达式全部换成 ，得到：

我们发现，右边的式子实际是  的一个二次型。记 ，则：

其中  是全 1 矩阵。对  特征值分解，得到：

一个特征值为0，特征向量为 
其他特征值为1，特征向量可以是任意满足  的向量。

因为  是实对称矩阵，正交的特征向量必然存在。那么，0 特征值的特征向量取为 
，而 1 的正交特征向量设为 。  特征值分解如下：

所以：

而又有：

所以  是  的函数，而  是  的函数。只要  和  是独立的，  和  也就是独立
的。

结合我们关于多元正态分布的分析：

 遵循协方差矩阵为  的多元正态分布，所以  遵循协方差矩阵为  的多元正态分布，但
是 。也就是说，  的各个分量仍然是独立的。特别地，第一个分量  和后  个
分量  是独立的。
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证明完毕，  和  确实是独立的。

而且更进一步地，  既然是  的后  个分量，而  遵循互相独立的  维标准正态分
布，则  遵循互相独立的  维标准正态分布。

所以，  是  个分量的平方和，则 。

两个疑问解答完毕，最开始的问题也得到了解决。
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